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PARTEA INTAI
SCURTA PREZENTARE GENERALA

L. Prezentare generali a metodei

Cand o problemd de geometrie cere constructie auxiliar3, dificultatea ei
creste, provocarea constdnd in a decide in ce mod sa completdm figura dat3,
astfel incat acest lucru sd ne ajute, simplificAnd demonstratia si nu compli-
cand-o. Folosirea constructiei auxiliare indici o intelegere profundi a geome-
triei. Desenele sunt elemente pentru cercetare, completarea acestora dovedind
dobandirea unor abilitati creative foarte importante in rezolvarea problemelor
de geometrie.

Prezentdm, in continuare, cateva sfaturi utile in rezolvarea problemelor
de geometrie in general si in special in rezolvarea problemelor care necesiti
constructii auxiliare:

Cand nu gasesti raspunsul imediat, incearci s3 afli ce poti. Se poate s3
gasesti ceva care sa te conduci la concluzie. Mai mult, poti afla ceva
mai interesant decat cerinta problemei.

Sa rezolvi o problema in doud moduri diferite este o cale foarte buni
sa verifici corectitudinea solutiei.

Cateodats, utilizarea metodei reducerii la absurd este mult mai usoar3
si mai eficientd decat demonstratia directa.

In probleme mai complicate de geometrie marcheaza laturile congru-
ente si unghiurile congruente pe masuri ce le descoperi, indeosebi pe
cele care nu sunt evidente.

Cand nu ajungi la rezultat intreabi-te ce informatie din ipotezi nu ai
folosit.

Incearci si rezolvi o problem3 mai usoard, Inruditd cu problema data.
Selecteaza o parte a conditiilor din ipotez3, realizeaza un desen doar
cu aceste date si poate obtii ceva folositor.

Adesea este bine sd incerci citeva exemple fnainte de a demonstra un
rezultat general. Aceste exemple pot fi o buna calduzi in a descoperi
raspunsul cautat.

Uneori, parcurgand intdi drumul inapoi de la concluzie spre ipotezs,
vei putea descoperi solutia problemei.

Daca nu vezi rezolvarea problemei imediat, nu abandona. Este util si
faci cateva observatii, scrie aldturi demonstratiile acestora si, poate,

vei reusi sa combini aceste rezultate pentru a completa rezolvarea
problemei.



In problemele de geometrie, explorarea acestora cere sa realizezi un de-
sen mare si curat, respectand mdsura unghiurilor, lungimile laturilor
fiind proportionale cu cele din enunt. Cind gisesti o noui informatie ar
trebui sa refaci desenul folosind noile date. Acest fapt te ajuti foarte
mult In rezolvarea problemei.

Unind puncte care initial nu au fost unite poate fi extrem de util. Asta
nu inseamna sd unim toate punctele din desen. Cautd segmente care
pot fi de ajutor in demonstratie, cele care unesc puncte importante sau
cele care formeaza unghiuri, triunghiuri, patrulatere despre care poti
afla ceva imediat.

Daca ai doud dintre liniile importante in triunghi (de acelasi tip), ar
trebui sa folosesti proprietatea punctului de intersectie si si constru-
iesti a treia linie de tipul respectiv.

Cand te-ai blocat intr-o demonstratie, noteazi miasura unuia dintre
unghiuri cu o variabild si incearcd sa afli alte masuri de unghiuri in
functie de aceastd variabila. Formeazi o ecuatie pentru a afla variabila.
In multe probleme de geometrie exista informatii ascunse vederii. Pre-
lungind segmente care par si se termine brusc (in special in interiorul
unui triunghi sau patrulater) poti obtine rezultate deosebite.

Dreptele paralele sunt utile in problemele care implica unghiuri, deci,
uneori, vei adduga noi drepte paralele in desen.

Spargand un unghi, un segment, o suprafatd in mai multe pirti, de
multe ori poti afla informatii folositoare demonstratiei.

O constructie auxiliara foarte utilizata este perpendiculara dintr-un punct
pe o dreapta. Scopul tdu este sd construiesti triunghiuri dreptunghice
sau dreptunghiuri ale caror proprietati sa le exploatezi in demonstratia
ta. De asemenea, poti evidentia distantele de la un punct al bisectoarei
unui unghi la laturile unghiului, folosind faptul ca acestea sunt egale.
Unghiurile cu masurile de 30°, 60°, 45°, chiar si suplementele lor, sunt
adesea bune pentru a construi triunghiuri dreptunghice cunoscute.
Poti face acest lucru ducand perpendiculare sau prelungind segmente.
Dac3, intr-o problemd, se da mijlocul unui segment, este util si evi-
dentiezi mijlocul unui alt segment care are cu segmentul dat un capit
comun, obtinand astfel o linie mijlocie intr-un triunghi, linie ale cirei
proprietati le vei folosi in rezolvarea problemei.

Tot in cazul de mai sus, poti construi un segment al cirui mijloc coincide
cu mijlocul segmentului dat, obtindnd astfel un paralelogram de propri-
etatile caruia vei beneficia in demersul tiu pentru obtinerea rezultatului.
Daca ai utilizat cu succes o anume tacticd pentru a obtine noi infor-
matii, dar nu ai rezolvat incd problema, incearci si utilizezi aceeasi
tactica intr-o alta situatie. Poti obtine noi informatii utile.
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II. Rezultate importante din geometrie ale ciror demonstratii se bazeazi
pe constructii auxiliare

Cel mai cunoscut rezultat din geometrie care se demonstreaza cu ajutorul con-
structiilor auxiliare este urmatoarea teorema:

Teorema 1. Suma masurilor unghiurilor unui triunghi este 180°.

D _ A E d
& t 3

B C

Dem. Fie AABC. Construim prin 4 o paralela la BCpe care consideram punctele
D si E astfel incat [BD]N AC = @, A€ (DE). Din DE || BC (AB secanti) —

— DAB = ABC (1) (alterne interne). Din DE || BC (ACsecantd) - EAC = ACB (2)
J— . e e f1.2
(alterne interne). Din mDAE = 180° - mDAB + mBAC + mCAE = 180° il

efl,2 s e

— mABC + mBAC + mACB = 180°.

Prezentam in continuare alte citeva rezultate deosebite care se demonstreaza
cu ajutorul constructiilor auxiliare.

Teorema 2. Suma mdsurilor unghiurilor formate in jurul unui punct este 360°.

B

> ©

Dem. Demonstram teorema pentru cele 3 unghiuri in jurul punctului O din
figura aldturata. Teorema se demonstreaza asemanator pentru oricate unghiuri
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in jurul unui punct. Construim semidreapta [0A’ opusi semidreptei [0A (1).

Din 4 € IntBOC-»mBOC = mBOA' + mA'OC. Avem mA'0OB + mBOA = 180°

(cf.1),mA’0C + mCOA = 180° (cf 1) decimAOB + mBOC + mCOA = (mAOB +
+mBOA") + (mA'0C + mCOA) = 180° + 180° = 360°

Teorema 3. /ntr-un triunghi cele 3 bisectoare sunt concurente.
A

B G ¢

Dem. Notdm cu /intersectia bisectoarelor lui A si B. Construim /FLAB, FEAB,
IE1 AC E€ AC IG 1 BC G € BC. Din /€ bisectoarei lui A —JF = IE(1).Din /€
bisectoarei lui B —» /F= /G (2). Dinrel. 1,2 » JE= IG—I€ bisectoarei lui (—
— cele 3 bisectoare sunt concurente in I

Teorema 4. /ntr-un triunghi dreptele suport ale iniltimilor sunt concurente.

Dem. Fie AABC, [AD], [CF], [BE] inaltimi. Construim PN|| B, A €PN, PM|| AC,
BE PM, MN|| AB, Ce MN. Din PA|| BG, Ac|| PB— PACBparalelogram — PA= BC
(1). Din AN" BG, AB||NC —» ANCB paralelogram — BCAN paralelogram —
—BC= AM2). Dinrel. 1, 2 - A mijlocul [PN]. Cum ADLBC, BC | PN~ ADLPN,
deducem 4D mediatoarea [PN]. Analog BE mediatoarea lui [PM], CF media-
toarea lui [MN], deci AD, BE, CF concurente. (Mediatoarele laturilor unui tri-
unghi sunt concurente.)
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Teorema 5. (Teorema liniei mijlocii) /ntr-un triunghi, segmentul care uneste
mijloacele a doud laturi este paralel cu cea de-a treia si are lungimea egald cu
Jjumatate din lungimea acesteia.

A

B C
Dem. Fie AABC: M mijlocul lui [AB], N mijlocul lui [AC]. Construim
P= simyM, deci MN = NP, M, N, P coliniare. Cum AN = NC — APCM
paralelogram - PC= MA, PC | MA. Dar MA= MB, M €(AB), deci MB= PCsi
MB" PC de unde MBPC paralelogram. Rezulta MP || BCsi MP = BCsi de aici

MN= ~MP= >BC MN || BC.

Teorema 6. (Reciproca 1 a teoremei liniei mijlocii) Dacd intr-un triunghi AABC,
M mijlocul[AB], MN|| BG N €AC atunci N mijlocul [AC].

A

B c

Dem. Presupunem ci N nu e mijlocul [AC]. Fie Pmijlocul lui [AC]. In AABC: M

T.Lm.
mijlocul lui [AB], P mijlocul lui [AC] —» [MP] linie mijlocie — mp || BC, deci
avem cf. axiomei lui Euclid P= A, de unde N mijlocul lui [AC].

Teorema 7. (Reciproca 2 a teoremei liniei mijlocii) Dacd intr-un AABC, M €
€ (AB), N €(AC) siMN= =, atunci M mijlocul Iui[AB), N mijlocul lui[ AC).
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B C

Dem. Fie P= simyM, deci NM = NP, N €(MP). Din ipotezi BC =2 MN, deci BC
e |

= MP (1). Cum MN | BC avem MP || BcLS mpcs paralelogram —» PC = MB

(2), PC | MB. Din PC || MB (AC secanti) - MAN = PCN. Fie AMAN, APCN:

ANM = CNP (opvf), MN = NP, MAN = PCN —5 AMAN = APCN — PC = MA
(3), AN = NC (4). Dinrel. 2, 3 > MA = MB— M mijlocul lui [AB]. Din rel.4 —
— Nmijlocul lui [AC].

Obs. Problema se poate rezolva folosind T.F.A.

Teorema 8. Medjianele unui triunghi sunt concurente.

(

Dem. Ardtam cd douad dintre mediane taie cea de-a treia mediand intr-un punct
aflat la % de bazi si —i— de varf. Fie [CC'] si[BB'] doud mediane ale AABC.
Consideram mijlocul £al lui [BG] si mijlocul Fal lui [GC]. In AGBC: [EF] linie

T ks EF|| BC EF= 2 BC(1).

In AABC : [C'B] linie mijlocie —s CB1| BG CB'= 1BC(2). Dinrel. 1, 2 -
->CB’ || EF, C'B’= EF— C’'BFEparalelogram —» CG= GF= FC= —;:C’C—» [BB']
taie [CC'] la % de bazi si g de varf. Analog, [AA] taie [CC'] 1a % de bazi si % de
varf, deci medianele unui triunghi sunt concurente.
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Teorema 9. Dacd intr-un triunghi o mediand este si bisectoare, atunci triunghiul
este isoscel.

A

E

Dem. Fie AABC: [AD] mediana si bisectoare. Construim £= simpA, deci AD= DE,
DE(AE). Cum BD = DC, avem ABEC paralelogram, de unde CE || AB (1) si CE=
= AB (2). Din CF " AB (AE secantd) —» BAE = AEC (alterne interne). Dar

Y e e e 2
BAE = EAC (ip.), deci EAC = AEC — AAEC isoscel: AC = CEL AB = AC.

Teorema 10. Dacd intr-un triunghi doua mediane sunt congruente, atunci triun-
ghiul este isoscel. A

B C D
Dem. Fie AABC: [MC],[BN] mediane, MC = BN. Construim ND || MC, D €BC

. T.Lm. £l
(1). In AABC: [MN] linie mijlocie —> MN || BC > MN | cD => MNCD
paralelogram — ND || MG ND = MC Din ND || MC (BD secantd) —
— MCB = NDB (corespondente) (2).

cf. 2

Din ND = MC, MC = BN (ip.) » NB = ND— ABND isoscel: NBD = NDB —
Yo e N, LUL

Cl—>NBC = MCB. Fie AMCB, ANBC: BC = BC, NBC = MCB, MC = NB —

LUL

— AMCB = ANBC - NC = MB— 2NC=2MB— AC = AB— AABC isoscel.
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Teorema 11. (Teorema medianei) /ntr-un triunghi dreptunghic lungimea media-
nei corespunzatoare ipotenuzei este egald cu jumdtate din lungimea ipotenuzei,

B D

Dem.

Metoda 1. Construim D= simyA, deci AM = MD, M €(AD). Cum BM = MC (ip.),
deducem ca ABDC paralelogram. Dar mBAC = 90°, deci ABDC dreptunghi —
~AD = BC— AM = 24D = 1B

B,

A G

Metoda 2. Construim ME L AB, E€AB (1). Cum ACL AB, deducem EM ||ACZ in

R.T.l.m.
AABC: Mmijlocul lui [BC], EM || AG Peas—5 [EM] linie mijlocie » EB = EA
(2). In AABM: [EM] iniltime (cf. 1), [EM] mediana (cf. 2) - AABM isoscel:
AM = BM = 2BC

Teorema 12. (Teorema unghiului de 30°) Dacd intr-un triunghi dreptunghic o
catetd se opune unui unghi de 30° atunci lungimea acestei catete este egald cu
Jumadtate din lungimea ipotenuzei.

B
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Dem.
Metoda 1. Fie AABC (mA = 90°): mC = 30°. Construim D = sim,B, deci BA=
= -AD, A€ (BD). Cum AC L BD — AC mediatoarea lui [BD] —» ACBD isoscel
—[AC] bisectoare in ABCD - mBCD = 2mBCA = 60°. Deci ABCD: BC= CD,
mBCD = 60° - ABCD echilateral - BC = BD— AB = ~BD = -BC.

B

A G
Metoda 2. Considerdm M mijlocul lui [BC]. in AABC (mA = 90°): [AM] me-

T d. - 2 =
dian —— AM= MC= MB.in AAMC: AM= MC- mMAC = mMCA = 30° >
- mBMA = mMAC + mMCA = 60° (unghi exterior). in AABM: AM = MB,
mBMA = 60° = AABM echilateral » AB= BM = -;-Bc

Teorema 13. Dacd intr-unAABC, mABC = 60°, BC = 2AB, atunci
mBAC = 90°.

B

A C
Dem.

Metoda 1. Fie D mijlocul lui [BC]. Din BC = 2AB obtinem AB = BD = DC. in
AABD: AB = BD, mABD = 60° —-AABD echilateral - AB = BD = %BC.

A R.T.med. St
in AABC: [AD] median3, AD= %Bc———'—"i AABC dreptunghic (mBAC = 90°).
B

AT C
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Metoda 2. Fie £ = SlmAB deci AE = AB. Din BC= 2AB obtinem BC = BE, In
ABEC: BE = BC mEBC = 60° — ABEC echilateral. in ABEC echilateral: [CA]
mediana — [CA] indltime - mBAC = 90°.

Teorema 14. Intr-un triunghi, mediana corespunzitoare oricirei laturi este mai
micd decit semisuma lungimilor celorialte 2 laturi,

A

M

Dem.
Metoda 1. Considerdam Nmulocul lui [AB], Mmijlocul lui [BC]. In AABC: [MN]

T.Lm
linie m1]loc1e—>MN— ¢ In AANM: AM < AN + NM - AM< = +——>AM<
< 5(AB+ AO).

T

Metoda 2. Consideram 7 = simyA, deci AM= MT. Cum BM= MC, deducem c3

” 1
ABTCparalelogram = 7C= AB(1).In AACT: AT< (RS AT< AB+ AC—
= 2AM< AB + AC— AM< Z(4B+ AC).
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