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Autoarea

PARTEA INTAI
SCURTA PREZENTARE GENERAI.A

I. Prezentare generale a metodei

CAnd o problemi de geometrie cere consffuc,tie auxiliari, dificultatea ei
creste, provocarea constAnd in a decide in ce mod si completim figura datd,
astfel incAt acest lucru si ne ajute, simplificAnd demonstraFa gi nu compli-
cAnd-o. Folosirea constructiei auxiliare indicr o infelegere profundd a geome-
triei' Desenele sunt elemente pentru cercetare, completarea acestora dovedind
dobAndirea unor abilitili creative foarte importante in rezolvarea problemelor
de geometrie.

Prezentim, in continuare, cAteva sfaturi utile in rezolvarea problemelor
de geometrie in general 9i in special in rezolvarea problemelor care necesiti
construclii auxiliare:

r cand nu gisegti rispunsul imediat, incearcd sd afli ce po!i. Se poate sI
gisegti ceva care si te conduci la concluzie. Mai mult, pogi afla ceva
mai interesant decdt cerinfa problemei.
Si rezolvi o problemi in doui moduri diferite este o cale foarte buni
si verifici corectitudinea soluliei.
CAteodati, utilizarea metodei reducerii la absurd este mult mai usoarl
;i mai eficientd decAt demonstralia directd.
in probleme mai complicate de geometrie marcheazl laturile congru-
ente gi unghiurile congruente pe mdsurd ce le descoperi, indeosebi pe
cele care nu sunt evidente.
CAnd nu ajungr la rezultat infteabS-te ce informage din ipotezi nu ai
folosit
incearci si rezolvi o problemi mai ugoari, inruditi cu problema datd.
Selecteazi o parte a condigiilor din ipotezd, realizeazi un desen doar
cu aceste date gi poate obfli ceva folositor.
Adesea este bine si incerci cAteva exemple inainte de a demonstra un
rezultat general. Aceste exemple pot fi o buni cdliuzdin a descoperi
rispunsul cdutat.
Uneori, parcurgAnd intAi drumul inapoi de la concluzie spre ipotezi,
vei putea descoperi solufia problemei.
Daci nu vezi rezolvarea problemei imedia! nu abandona. Este util sd
faci cdteva observalii, scrie alituri demonstraliile acestora gi, poate,
vei reugi si combini aceste rezultate pentru a completa rezolvarea
problemei.



in problemele de geometrie, explorarea acestora cere si realizeziun de-
sen mare gi curat respectAnd misura unghiurilor, lungimile laturilor
fiind proporfionale cu cele din enun!. CAnd gisegti o noui informalie ar
trebui sd refaci desenul folosind noile date. Acest fapt te ajuti foarte
mult in rezolvarea problemei.
Unind puncte care inifial nu au fost unite poate fi extrem de util. Asta
nu inseamni si unim toate punctele din desen. Cauti segmente care
pot fi de ajutor in demonstratie, cele care unesc puncte importante sau
cele care formeazi unghiuri, triunghiuri, patrulatere despre care poli
afla ceva imediat.
Daci ai doud dintre liniile importante in triunghi (de acelagi tip), ar
trebui sd folosegti proprietatea punctului de intersec,tie ;i si constru-
iegti a treia linie de tipul respectiv.
CAnd te-ai blocat intr-o demonstrafie, noteazd misura unuia dintre
unghiuri cu o variabili gi incearci si afli alte misuri de unghiuri in
funclie de aceasti variabild. Formeazd o ecualie pentru a afla variabila.
in multe probleme de geometrie existi informalii ascunse vederii. Pre-
lungind segmente care par si se termine brusc (in special in interiorul
unui triunghi sau patrulater) poli obline rezultate deosebite.
Dreptele paralele sunt utile in problemele care implici unghiuri, deci,
uneori, vei adiuga noi drepte paralele in desen.
Spdrgdnd un unghi, un segmen! o suprafati in mai multe pdrfi, de
multe ori poli afla informalii folositoare demonstraliei.
O construc$e auxiliari foarte utilizati este perpendiculara dintr-un punct
pe o dreapti. Scopul tiu este sI construiegti triunghiuri dreptunghice
sau dreptunghiuri ale cdror proprietig si le exploatezi in demonstralia
ta. De asemenea, pofi eviden$a distanlele de la un punct al bisectoarei
unui unghi la laturile unghiului, folosind faptul ci acestea sunt egale.
Unghiurile cu misurile de 30", 60",45", chiar gi suplementele lor, sunt
adesea bune pentru a consFui triunghiuri dreptunghice cunoscute.
Poli face acest lucru ducind perpendiculare sau prelungind segmente.
Daci, intr-o problemS, se di miilocul unui segmen! este util si evi-
denliezi mijlocul unui alt segment care are cu segmentul dat un capit
comun, ob;inind astfel o linie mijlocie intr-un triunghi, linie ale cirei
proprietili le vei folosi in rezolvarea problemei.
Tot in cazul de mai sus, poli construi un segment al cirui mijloc coincide
cu mijlocul segmentului dat, obFnind asdel un paralelogram de propri-
etilile ciruia vei beneficia in demersul tiu pentru obf,nerea rezultatului.

o Daci ai utilizat cu succes o anume tactici pentru a obgine noi infor-
mafii, dar nu ai rezolvat incd problema, incearcd sI utilizezi aceeagi
tactici intr-o alti situafie, Poli obline noi informalii utile.
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II. Rezultate importante din geometrie ale ciror demonstralii se bazeazi
pe constru4ii auxiliare

Cel mai cunoscut rezultat din geometrie care se demonstreazd cu ajutorul con-
strucliilor auxiliare este urmitoarea teoremi:

Teorema !. Suma mdsurilor unghiurilor unui tiunghi este 780".

BL

Dem. Fie AABC. Construim prin A o paraleli la BCpe care considerdm punctele
D 9i E astfel incAt [BD] n AC = A, Ae (DE). Din m llnC (,4.8 secanti) -+

;DAn =ffie (1) (alterneinterne). DinDEllacpacsecanti) +EEe :TeB p1

(alterneinterne). DinmflA-E = 1B0o -nDTB +mETe +meTE = rfl}"'f 't'l
cf .7,2
-------+ mABC * mBAC * mACB = 180o.
Prezentim in continuare alte cAteva rezultate deosebite care se demonstreazd
cu ajutorul construcliilor auxiliare.

Teorema 2. Suma mdsurilor unghiurilor formate fn jurul unui punct este 360".

B

c

Dem. Demonstrdm teorema pentru cele 3 unghiuri in jurul punctului O din
figura aliturati. Teorema se demonstreazd asemindtor pentru oricAte unghiuri
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in jurul unui punct. construim semidreapta [o.4' opusd semidreptei loA (l).
DinA' c IntFDE+mEde = mEdA, +mrtde .Avem mrtdn +mEdA-= tg1"
(ct.g,m{Tc *medA= 180.(cf L)deamfldB *mEde +medA:7mffi8 *
+mEdi) + (mrtde + medA) = tg0o + 180. =360o.

Teorema 3. intr-un tiunghi cele J bisectoare sunt concurente.

Dem. Notim cu ^Iinterseclia bisectoarelor lui,4 gi B. construim IFLAB, FeAB,
IE I AC E e AC, IG I BC, G € BC.Din 1€ bisectoarei lui A -+IF - IE (l).Din 1€
bisectoarei lui F + IF= IG (2). Din rel. L,2 -+ Ifi: IG -+Iebisectoarei lui i+
+ cele 3 bisectoare sunt concurente in L

Teorema 4. int-un tiunghi drcptele suport ale fudlsimilor sunt concurente.

Dem. Fie L4FC, lADJ,lCrl,[BE],inittimi. Construim pNll BC A epN, pMllAC
Be PM, uull,raa, ceMN.oin rtllBc, ACllpB-+ pt6gp".ll"logr"m--+ pA= BC
(1). Din ANllBC, ABIINC -+ ANCB paralelogram --+ BCAN paralelosram ->
:BC: AN(z). Din rel. 7,2 -+.,4 mijlocul [pN]. Cum ADIBC nillru-2DrpN,
deducem AD mediatoarea [pN]. Analog BE mediatoarea tui [iira], cFmedia-
toarea lui [MN], deci AD, BE, cF concurente. (Mediatoarele laturilor unui tri-
unghi sunt concurente.)

10
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opuse semidreptei loA (L).
tmmm9 +mEdA= 1Bo"
n6de * medA = 7mT0B +
)" : 360o.

onailente.

'. 
Construim IFIAB, FeAB,

ri lui.4 +IF: IE(l). Din ./€
IG --+Ie bisectoarei lui i+

* P,vll BC, A epN pMllAC
Sparalelogram --l PA: BC
+ BCAN paralelogram ->

ADLBC, aCllnU- ADtpN
boarea lui [PM], CF media-
iatoarele laturilor unui tri-

-4
Teorema 5. (reorema liniei mijlocii) intr-un triunghti segmentul care unqte
mijloacele a doud laturi este paralel cu cea de-a teia gi are lungimea egalii cu
jumdAte din lungimea acesteia

A

Dem. Fie AABC: 11 mijlocul lui lABl, ff mijlocul lui [AC]. Consrruim
P: simuM, deci MN = NP, M, i{ P coliniare. Cum AN : NC + APCM
paralelogram + PC: M4 PC ll Ue.Dar MA = MB, .!4 e(AB), deci MB = pC $i
Unll nC, de unde MBPC paraleiogram. Rezult[ Uf ll aC 9i i,tp = BC ai de aiii
MN= )ur: )ac uullac.

Teorema 6. (Reciproca t a teoremei liniei miilocii) Dad fntr-un triunghiAABC,
M mijlocul lABl, MIVI| BC N eAC annci N mijlocul lACl.

A

Dem. Presupunem ci.rVnu e mijlocul [AC]. Fie Pmijlocul lui [AC]. in MBC: M

mijlocul lui [AB], Pmijlocul lui [AC] + lMPl linie mijloc i"''''^i Up llnC aeci
avem cf. axiomei lui Euclid P= N, de unde rVmijlocul lui [AC].

Teorema 7. (Reciproca 2 a teoremei liniei mijlocii) Dacd fnt-un AABC, M e
e (AB), N e(AC) Si MN= +, atunci M mijlocul luilABl, N mijlocul IuilACl.

timilor sun t co n c u ren te.

fi,

1,L



Dem. Fie P: simwM, deci NM: Nn Ne(M4. Din ipotezd BC:ZMN, deci BC

= MP(L). Cum UullaC,avem Mpllncl| MpCBparalelogram + pC = MB
(2), PC llun. nin rc ll ua (lc secantE) + il[TN = FZF. pi" At,ttN,ApCN:

- 

UUL
ANNI :.NP (op.vf.), MN - Nn MTN = treN = AMAN : ApCN -> pC : MA
(3), AN = NC(4). Din rel, 2,3 + MA= MB+ Mmijlocul lui [,AB]. Din rel.4 -+
-+ rVmiilocul lui [.AC].
Obs. Problema se poate rezolva folosind T.F.A.

Teorema 8. Medianele unui tiunghi suntconcurente.

Dem. Ardtim ci doui dintre mediane taie cea de-a treia mediani intr-un punct
aflat la J ae faza 9i J ae vArf. Fie [CC']9i[BB'] doui mediane ate AABC.

Considerim mijlocul Eal lui [BG] ;i mijlocul ^Eal lui [GC]. in LGBC: [EF] linie
T.L.m.

mijlocie':; rrllBC, EF= inc61.
in AABC : lC'B'l linie mijloc i""'^; c a]lnc, C'B': lac p1.Din rel. L, z +
+C'B'llgE c'a'= EF+ C'B'FEparalelogram+ CG- GF= FC: !c'c-ynn,1
taie [CC'] ta J ae bazi gi 

J de vArf. Analog, IAA'I taie lCC,lta] Ae Uaza 9i I ae

vArf, deci medianele unui triunghi sunt concurente.



P

/
C

Teorema 9. Dacd int-un triunghi o mediand este gi bisectoare, atunci tiulghiul
este isoscel.

ghiul este isoscel.

B- -C _D

- ilfeB = NDB (corespondente) (2).

Din ND - MC MC = BN(ip.) + NB : ND+ LBND isoscel: NED = trDB'A
cf'2- - ---LUL:-+NBe : IqICB. Fie AMCB, LNBC: BC = BC NBC : MCB, MC = NB +
LUL1 AMCB = ANBC + NC : MB+ ZNC= ZMB--> AC = AB-+ MBC isoscel.

@.

n ipotezi BC:ZMN deci BC

Bparalelogram+ PC =MB
F:FeF. Fie LMAN,a,pcN:

AMAN :- A,PCN -> PC = MA
nijlocul lui [AB]. Din rel.4 -->

\,

. heia mediand intr-un punct

I doui mediane ale A,ABC.

lui [cc]. in A,GBC: [EF] linie

': jac (2). Din ret. L, Z -+

G: GF: FC: !C,C- lBB,l3

aie [CC'] u I ae baza ei J de

Dem. Fie AAB C : [AD] mediand gi bisectoare. Construim E : simp A, deci AD : DE
D e(A\.Cum BD : DC avem ABECparalelogram, de unde Cf lleA g1 $i CE=
: AB (2). Din ct llen (AE secantd) -> ETE - TEe (alterne interne). Dar

ETE =ETe 7ip.1,deciflTe :ffie -+ AAlCisoscel: AC = CEA AB : AC.

Teorema tO. Dacd int-un tiunghi doud mediane sunt congruente, atunci tiun-

Dem. Fie AABC:lMCl,[BN] mediane, MC = BlV Construim rVD llUC, OeAC

(1). in A,ABC: [MN] linie mijlocie y MN llsc : MN llcD'! MNCD
paralelogram -+ ND lluc, un : MC. Din ND lluc 1nn secantd) +

13



Teorema 11. (reorema medianei) int-un tiunghi drepfinghiq lungimea media-
nei corespunzdtoare ipotenuzei este egald cu jundtate dinTungimei ipotenuzei.

Dem.
Metodal.construim D= stmnA,deciAM = MD,Me(AD).cumBM = lrrcep),
deducem cd ABDCparalelogram.Dar mETe = 90o, deci ABDCdreptunghi +
-+ AD = BC+ AM = |eO = )nc.

Metoda 2. construim ME L AB, E eAB (1). cum AC r AB, deducem ru llec.in
AABC:Mmijlocul tui [BC], EMIIAC EIABR','I'^; [EM] tinie mijlocie -+ EB = EA
(2). in MBM; [EM] inellime (cf. r), [EM] mediani (cf. z) + AABM isoscel:
AM: BM : !BC.

2

Teorema 12. (feorema unghiului de 30.) Dad fnt-un tiunghi dreptunghic o
carcta se opune unui unghi de s0", atunci lungimea acestei catete eite us"H cjumdtate din lungimea ipotenuzei.



lnp tunghi c, I ungim ea m edi a -
atc din lungimea ipotenuzei.

re@\.Cum BM : MC(ip.),
F, deci ABDC dreptunghi -+

>a
C

'LA4deducem rullec.in
lf,l linie mijlocie -+ EB = EA
ni (cf. 2) -+ MgU isoscel:

rtm tiunghi dreptunghic o
tffiei atete este egald cu

Dem.
Metoda L.Fie AABC (*l = 90):me = 30o. Construim D = sirflnB,deci BA=
- AD, Ae (BD. Cum AC L BD -+ ,4dmediatoarea lui [BD] -> ACBD isoscel
+lACl bisectoare in A,BCD - mEeD = ZmfrA : 60o. Deci ABCD: BC= CD,

mEeD = 60o + ABCD echilateral + BC = BD+ AB = f,AO = f,AC.

AC
Metoda 2. Considerdm Mmijlocul lui [BC]. in MBC (mA = 90"): [AM] me-

T.med.
diand --------+ AM= MC= MB.InLAMC: AM: MC->mMAC = mMCA : 30o +
- ruEMA = mffEe + mMeA = 60o (unghi exterior). in MBM: AM = MB,

ruEMA = 60" -+ LABM echilateral -+ AB: BM : !BC.
2

Teorema L3. Dacd futt-un AABC,mffie - 6oo, BC : 248, atunci
mEEe = 90o.

Dem.
Metoda 1. Fie D mijlocul lui [BC]. Din BC :2AB oblinem AB = BD: DC.in

MBD: AB : BD, mffiD = 60o -+LABD echilateral + AB : BD : \nC.2

in L,ABC:[AD] media nd,, AD= !BC^'''^"o; AABC dreptunghi c Qnffie - 90").'2



Metoda 2. Fie E : sim4B, deci AE = AB. Din BC: zAB obtinem BC : BE in
LBEC: BE= BC,mEEe = 60o -+ aBEC echilateral. in LBEC echilateral: [cA]
mediand -+lcAlinilgime -mETe : 90".

Teorema L4. int-un tiunghi, mediana corespunzdtoare oricdrei laari este mai
micd decit semisuma lungimilor celorlalte 2 lauri.

Dem.
Metoda 1. Considerim

T.l.m.
linie mijlocie ------+ MN

1

< ;(AB+ Aq.

l/mijlocul lui [AB],Ilmijlocul lui [BC]. in MBC:[MNl
= !9.in AAN M: AM < AN + NM-+ Ar. + * T - AM<

Metoda 2. consideram T : simMA, deci AM= MT. cum BM= MC deducem ci
ABTCparalelogram -> TC:AB(I),lnLACT:AT< TC+AC'f'! lf <AB+ AC--,
-+ ZAM 1 AB + AC -> AM < ){tA + eQ.

1.6


